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В работе приведена методика моделирования манипулятора, состоящего из двух элемен-

тов со сферической рабочей поверхностью: неподвижно зафиксированного элемента и находя-

щегося в точечном контакте с ним подвижного элемента. Элементы содержат четыре сквоз-

ных отверстия, симметричных относительно центра, через которые проходят стержни, за-

крепленные на нижней поверхности подвижного элемента. Качение подвижного элемента осу-

ществлялось за счет вертикального перемещения стержней. Получены траектории перемеще-

ния подвижного элемента, а также напряжено-деформированные состояния элементов и 

стержней. Предложенная модель позволяет моделировать напряженно-деформированное со-

стояние рассматриваемого типа манипулятора в зависимости от геометрии составных ча-

стей манипулятора, материалов элементов и стержней, внешних воздействий и ориентации 

элементов (учет влияния гравитации). Базовая модель может быть использована для постро-

ения модели многоэлементного манипулятора. 

Ключевые слова: непрерывный манипулятор, метод конечных элементов, напряженно-

деформированное состояние, механика контактного взаимодействия, CalculiX. 

Введение 

Манипуляционные роботы являются основным инструментом для гибкой автоматизации технологических 

процессов во многих отраслях промышленности. Помимо классических схем манипуляторов [1] активно 

разрабатываются и нетрадиционные типы (гибкие [2], непрерывные [3]). В работе [4] представлена кинематиче-

ская и динамическая модель непрерывного манипулятора, состоящего из пневматических мускульных приводов 

с большим рабочим пространством. В [5] приводится кинематическая и динамическая модели тросового непре-

рывного манипулятора, а также проводится сверка моделей с результатами статических и динамических экспе-

риментов. В работе [6] представлены модели гибких механизмов, прототипом которых послужили известные 

биологические организмы, в среде MATLAB методом конечных элементов (МКЭ) [7] с учетом контактных вза-

имодействий [8]. Отметим, что МКЭ позволяет изучить не только движение и изменение формы объекта, но и 

определить динамическое изменение напряженно-деформированного состояния. По известным полям напряже-

ний и деформаций можно определить пределы применимости модели (например, напряжения, превышающие 

предел текучести, могут привести к разрушению объекта), рассчитать оптимальные рабочие режимы используе-

мых приводов, синтезировать корректную систему управления технического устройства. 

В настоящей работе приведена методика компьютерного моделирования одного подвижного элемента 

манипулятора, предложенного в работе [9]. В отличии от кинематической модели [10] показано решение 

контактной задачи с расчетом напряженно-деформированного состояния. 

Постановка задачи и геометрия 

Рассматривается модель манипулятора (рис. 1), состоящего из двух элементов радиусом Re = 25 мм со сфе-

рической рабочей поверхностью (высота сферической поверхности Hs = 5 мм, высота боковой поверхности 

He = 10 мм), где первый базовый элемент – неподвижно зафиксированный на границе Гf (компоненты вектора 

перемещения sx = 0, sy = 0, sz = 0) элемент (НЭ), а второй – находящийся в точечном контакте с ним подвижный 

элемент (ПЭ). Элементы содержат четыре сквозных отверстия (радиус опорной окружности Rp = 20 мм), симмет-

ричных относительно центра, через которые проходят стержни Гim, i = (1.4) высотой Hw = 100 мм и радиусом 

Rw = 0.5 мм, закрепленные на нижней поверхности ПЭ Гid. Области возможного контакта между НЭ и ПЭ обо-

значены Γb и Γe и имеют радиус Rc = 15 мм относительно центра. К верхнему сечению i-го стержня Γiu прилагается 

вертикальное перемещение siz (граничные условия Дирихле). Возможен контакт между боковыми поверхностями 

стержней Γim и внутренней поверхностью отверстий Γih. Нижние части стержней присоединены к втулкам Γid, 

которые обеспечивают неразрывный контакт с внутренней поверхностью отверстий на ПЭ. 
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Рис. 1. Геометрия системы: (а) трехмерная модель;  

(б) вид сбоку на контактные области элементов;  

(в) вид сверху на подвижный элемент; (г) стержень. 

Компьютерная модель 

Геометрия модели строилась в программе Salome-Meca [11] с помощью Python-скрипта. Из-за особенностей 

работы программы при построении геометрии между НЭ и ПЭ создавался зазор шириной 1 нм для того, чтобы 

предотвратить объединения элементов при генерации расчетной сетки (при моделировании зазор убирался зада-

нием граничных условий Дирихле – перемещением ПЭ к НЭ на величину зазора). Расчетная сетка строилась с 

использованием встроенного в Salome-Meca генератора NetGen (рис. 2). Для НЭ и ПЭ использовались линейные 

элементы C3D4 (111 478 конечных элементов, КЭ) с неравномерной плотностью сетки: максимальный/мини-

мальный элемент имел размер 5/2 мм; на внутренней поверхности отверстий размер элемента составлял 1 мм; в 

области возможного контакта – 0.5 мм.  

 

Рис. 2. Расчетная сетка: (а) трехмерная сетка; (б) вид сверху на подвижный элемент;  

(в) вид снизу на подвижный элемент; (г) вид сбоку на стержень; (д) вид снизу на стержень. 

Поскольку НЭ и ПЭ имеют точечный контакт, было проведено успешное тестирование контактной задачи 

Герца (сжатие и разведение элементов). При решении задачи качения в программе Calculix [12], была обнаружена 

проблема с моделированием поведения системы в центральной точке контакта: в результате появления сосредо-

точенной силы (рис. 3а) возникали большие деформации, которые в процессе качения приводили к склеиванию 

узлов первоначального контакта (рис. 3б). 

Для решения этой проблемы вершины контактных поверхностей в НЭ и ПЭ отсекались горизонтальной 

плоскостью на глубине 10 нм, т.е. создавалась плоская область первоначального контакта (рис. 3в, г) размером 

~ 0.15 мм, что предотвращало появление сосредоточенной силы (рис. 3д). Изменения в геометрии контакта, вы-

званного деформацией при качении, незначительны, поскольку размер реального контакта (рассчитанного из 

контактной задачи с упругими деформациями) значительно больше (0.5 мм >> 10 нм). Следует также учитывать, 

что измененная геометрия влияет на процессы деформации только в начальный момент качения. 
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Рис. 3. Схема решения проблемы концентрированной силы: (а, б) залипание конечных элементов  

при качении; (в, г) область замены центрального узла гранью; (г, д) качение без залипания. 

Поскольку наибольшие деформации в моделируемой системе происходят в стержнях, то для них строилась 

равномерная расчетная сетка из конечных элементов второго порядка C3D10 (21605 КЭ) с максимальным/мини-

мальным размером 2/0.5 мм и дополнительными размерными условиями: если на боковой поверхности втулки 

размер элементов совпадал с размерами элементов на внутренней поверхности отверстий – 1 мм, то на верхней 

границе стержней Γiu сетка была плотнее – 0.25 мм, для более точного определения граничных условий. 

Построенная в Salome-Meca сетка сохранялась в специализированном виде Universal File Format (UNV) и 

затем конвертировалась в формат CalculiX (INP) с помощью утилиты unv2ccx.  

Использовалось три типа контактных взаимодействий: неразрывный контакт между боковой поверхностью 

втулки (зависимая подстраиваемая поверхность, ЗП) и поверхностью отверстия (независимая базовая поверх-

ность, БП); контакт поверхность-поверхность с трением и линейной зависимостью давления от величины про-

никновения между поверхностью Γb НЭ (БП) и Γe ПП (ЗП); контакт узел-поверхность с трением и линейной за-

висимостью давления от величины проникновения между стержнем Γim (ЗП) и поверхностью отверстия Γih (БП). 

Контактная задача решается методом штрафов, в котором задается постоянная пружины K = 50Ee, натяже-

ние σ∞ = 2.5∙10-3 σm и величина проникновения одного тела в другое c0 = 10-3. Величина σ∞ – натяжение, возника-

ющее при d → ∞ и зависящее от максимального напряжения σm (в рассматриваемой задаче для удобства выбрано 

σm = max(σzz)).  

При проникновении ЗП КЭ внутрь БП КЭ на величину d ≥ 0 генерируются линейные контактные элементы 

(ЛКЭ) создающие отталкивающее давление [12] p = Kd[0.5+arctan(d / ε) / π], где ε ~ 10–3 – малая величина, вве-

денная для создания небольшого давления при положительном зазоре между контактирующими поверхностями. 

Если расстояние между поверхностями больше c0, то ЛКЭ не создаются. 

Численное моделирование проводилось в свободной программе CalculiX CrunchiX v. 2.19 [12], в которой 

решалась статическая задача определения напряженно-деформированного состояния по заданным граничным 

условиям. Поскольку модель содержит контактные взаимодействия, то задача является нелинейной, поэтому она 

решалась итерационным методом Ньютона относительно величины приращения деформации. Результаты моде-

лирования обрабатывались и визуализировались с помощью командных файлов в формате CalculiX GraphiX 

v. 2.19 [13], разработанных авторами программ на С++ и скриптов Gnuplot. 

Результаты 

В рамках тестирования модели был проведен расчет деформации стержней под действием силы тяжести. 

Суммарный объем конечных элементов, соответствующих подвижному элементу, определялся как Ve ≈ 2.85∙10-5 м3, 

следовательно его масса равна Me = ρe Ve ≈ 76.7 г. Вес подвижного элемента распределяется между четырьмя 

удерживающими его стержнями 
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Pw = Me g / (4Sw) = 0.239 Н / мм2,      (1) 

где g – ускорение свободного падения, 𝑆𝑤 = 𝜋𝑅𝑤
2  – площадь поперечного сечения стержня. 

Удлинение проводов определяется по формуле  

ΔHw = PwHw / Ew ≈ 1.20∙10–4 мм,      (2) 

где Ew = 2∙105 Н / мм2 – модуль Юнга стержня. 

Результаты численного моделирования на границе Γiu показали среднее значение компоненты тензора 

напряжений σzz ≈ 0.242 Н/мм2 и среднее относительное удлинение Δz ≈ 1.24∙10-4 мм, что составляет погрешность 

в 1.2 % и 3.3 % относительно аналитических оценок Pw (1) и ΔHw (2) соответственно. 

Для создания контакта между элементами в начальный момент времени необходимо создать равномерное 

натяжение всех стержней, достаточное для компенсации силы тяжести. При моделировании задавалась началь-

ное натяжение стержней на величину 1.1∙Δz (компенсация силы тяжести и дополнительное прижимное усилие 

для предотвращения скольжения элементов относительно друг друга за счет действия силы трения). 

Рассмотрим качение ПЭ при перемещении одного стержня в вертикальном направлении z(Γ1u) = δz. Начало 

декартовой системы координат поместим в точку первоначального контакта O. На расстоянии R вдоль оси Oz 

располагается центр 'O сферы, определяющей контактную поверхность НЭ (рис. 4), где радиус кривизны по-

верхности можно определить из геометрии по высоте сферической поверхности Hs и радиусу элементов Re сле-

дующим образом: 𝑅 = (𝑅𝑒
2 + 𝐻𝑠

2)/(2𝐻𝑠) = 65 мм. 

 

 

Рис. 4. Схема качения ME  

относительно FE. 

Рис. 5. Перемещение стержня  

при качении. 

При качении возможно аналитически определить положение точки контакта (xc, zc) между НЭ и ПЭ и поло-

жение нижней точки крепления стержней к втулке Qi. Положение точки контакта при качении на угол α (отсчи-

тывается против часовой стрелки относительно оси Oz) определяется из уравнения окружности: xc = –R sin α, 

zc = R (1 – cos α). 

Положение отверстий Pi = (xi, zi) определяется конструкторским углом β = arcsin(Rp/R). Расстояние Hh = |PiQi| 

от верхней части отверстия Pi до точки крепления стержня к втулке Qi равно 𝐻ℎ = 𝐻𝑠 + 𝐻𝑒 − 𝑅(1 − cos 𝛽). 

Перемещение точки P0, соответствующей первоначальной точке контакта, определяется параметрическим 

уравнением кардиоиды [14]: 

x0 = −2R(1 − cos 𝛼) sin 𝛼, z0 = −2R(1 − cos 𝛼) cos 𝛼. 

Положение точек Q2 и Q4 определяется относительно P0 смещением вглубь подвижного элемента на вели-

чину Hs+He: 

𝑥2 = 𝑥4 = 𝑥0 − (𝐻𝑠 + 𝐻𝑒) sin 2𝛼, 𝑧2 = 𝑧4 = 𝑍0 − (𝐻𝑠 + 𝐻𝑒) cos 2𝛼.    (3) 

Положение точек Q1 и Q3 определяется дополнительным сдвигом на величину Rp: 

𝑥1 = 𝑥0 − (𝐻𝑠 + 𝐻𝑒) sin 2𝛼 + 𝑅𝑝 cos 2𝛼, 𝑧1 = 𝑧0 − (𝐻𝑠 + 𝐻𝑒) cos 2𝛼 − 𝑅𝑝 sin 2𝛼; 

𝑥3 = 𝑥0 − (𝐻𝑠 + 𝐻𝑒) sin 2𝛼 − 𝑅𝑝 cos 2𝛼, 𝑧1 = 𝑧0 − (𝐻𝑠 + 𝐻𝑒) cos 2𝛼 − 𝑅𝑝 sin 2𝛼;           (4) 
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При задании граничных условий Дирихле на верхнем конце стержня необходимо учитывать, что нижний 

конец стержня перемещается как в вертикальном направлении, так и в горизонтальной плоскости (рис. 5). Вели-

чина вертикального перемещения Δzi границ Γiu, пренебрегая изгибом стержня, определяется из геометрии по 

формулам 

∆𝑧𝑖 = 𝑧𝑖 + 𝐻𝑤(1 − cos 𝛾)𝑠𝑔𝑛 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑐), 𝛾 = arcsin(𝑥𝑖/𝐻𝑤). 

На рис. 6 показаны траектории перемещения точек крепления стержней при качении, полученные аналити-

чески (А) и численно (Ч). Видно, что результаты численного моделирования отличаются от аналитической тра-

ектории из-за учета изгиба стержней. Отличия не превышают 5%. В планируемых далее работах будет рассмот-

рена другая модель материалов, что позволит заменить стержни тросами (тросы более гибкие при поперечном 

изгибе, чем стержни). 

 

Рис.6. Траектории перемещения точек крепления стержней ,  

полученных по аналитическим формулам (3) и (4) (А) и по результатам  

численного моделирования (Ч) в начальный момент времени α = 0  

и при качении на угол α. Жирными линиями обозначены  

поверхности элементов в начальный момент времени. 

На рис. 7 показаны численные результаты моделирования напряженно-деформированного состояния эле-

ментов манипулятора при качении. Рис. 7а – деформации стержней под действием силы тяжести; рис. 7б – де-

формации при предварительном натяжении стержней; рис. 7в, г – перемещение при качении; рис. 7д – области 

контакта элементов и верхнего элемента со стержнем (отображение неподвижного элемента выключено).  

 

Рис. 7. Деформации в поле тяжести (а) и при предварительном натяжении стержней (б);  

перемещения при качении (в) и (г); области контакта (д). 
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Главным результатом работы является то, что в рамках построенной модели программа CalculiX CrunchiX 

адекватно моделирует напряженно-деформированное состояние с множеством контактирующих поверхностей и 

может быть использована для построения модели многоэлементного звена манипулятора. 

Заключение 

В работе приведена методика моделирования манипулятора, состоящего из двух элементов со сферической 

рабочей поверхностью: неподвижно зафиксированного базового элемента и находящегося в точечном контакте 

с ним подвижного элемента. Элементы содержат четыре, сквозных отверстия, симметричных относительно цен-

тра, через которые проходят тросы, закрепленные на нижней поверхности подвижного элемента. Компьютерная 

модель манипулятора строилась в Salome-Meca, а расчет напряженно-деформированного состояния с учетом кон-

тактов между элементами и тросами производился в CalculiX. Предложенная модель позволяет моделировать 

напряженно-деформированное состояние рассматриваемого типа манипулятора в зависимости от геометрии со-

ставных частей манипулятора, материалов элементов и тросов, внешних воздействий и ориентации элементов 

(учет влияния гравитации). Базовая модель может быть использована для построения модели многоэлементного 

манипулятора. 

Работа была выполнена в рамках государственного задания fmrs-2023-0016 (123020700078-8). 
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The paper presents a method for modeling a manipulator consisting of two elements with a spherical working surface – a fixed 

element and a movable element in point contact with it. The elements contain four symmetrical, relative to the center, through holes 

through which rods pass, attached to the lower surface of the movable element. The rolling of the movable element was carried out due 

to the vertical movement of the rods. The trajectories of movement of the movable element, as well as the stress-strain states of the 

elements and rods, were obtained. The proposed model makes it possible to simulate the stress-strain state of the type of manipulator 

under consideration depending on the geometry of the components of the manipulator, the materials of the elements and rods, external 

influences and the orientation of the elements (taking into account the influence of gravity). The basic model can be used to build a 

model of a multi-element manipulator. 
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