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В статье излагается методика численного вычисления основных геометрических харак-

теристик поперечного сечения произвольной формы для естественно закрученного стержня: 

площади, центра тяжести, осевых и центробежного моментов инерции. Эти параметры яв-

ляются необходимыми исходными данными для системы дифференциальных уравнений, опи-

сывающих поперечные колебания естественно закрученного стержня. Оценка погрешности 

методики выполнена на основе численных результатов с точными, получаемыми для тесто-

вой задачи при рассмотрении сечения в форме эллипса, для которого геометрические харак-

теристики определяются точными аналитическими выражениями. 
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Введение 

Рассматривается естественно закрученный стержень, имеющий переменное по длине поперечное сечения 

произвольной формы. Примерами такого стержня являются лопатки компрессора и турбины газотурбинного 

двигателя (ГТД). Закрутка стержня и сложные формы поперечных сечений очень усложняют получение анали-

тических формул для его расчетов на прочность, жесткость и колебания. Поэтому в данной ситуации появляет-

ся необходимость применения численных методов. При создании и практической реализации численных мето-

дов требуется валидация и оценка их точности, что во многих случаях реализуется на тестовых примерах, име-

ющих точные решения. 

В связи с этим в данной статье предложен численный метод определения геометрических характеристик 

поперечного сечения произвольной формы, который можно эффективно реализовать на современных компью-

терах. Для оценки точность данной методики построена эталонная задача с поперечным сечением стержня в 

форме эллипса. Для сечения данной формы получены точные аналитические формулы, позволяющие вычис-

лить основные геометрические параметры в различных системах координат и затем использовать их для тести-

рования вычислительной программы, реализующей предлагаемый численный метод определения геометриче-

ских характеристик поперечных сечений естественно закрученного стержня. 

Постановка задачи 

Рассмотрим естественно закрученный стержень с переменными по длине сечениями (рис. 1). Ось Z 

направлена в радиальном направлении вдоль оси стержня перпендикулярно к осям X и Y. Геометрия стержня 

определяется его поперечными сечениями, задаваемыми координатами точек контуров сечений в координатной 

плоскости XY . Традиционно для каждого сечения определяются главные центральные оси , , а затем опре-

деляются углы   между главной осью сечения   и глобальной координатной осью X  (рис. 1). Зависимость 

)(z  рассматривается как функция естественной закрутки стержня. 

Такой подход удобен при определении напряжений в естественно закрученных стержнях при изгибе, но не 

удобен при анализе изгибных колебаний. Поэтому авторами данной статьи при расчете частот собственных 

колебаний естественно закрученных стержней не определяются главные оси поперечных сечений стержня, 

а изгибные поперечные колебания стержня описываются во времени t  функциями перемещений ),( tzuu 

и ),( tzvv   точек его оси вдоль координатных осей YX ,  в системе из двух дифференциальных уравнений [1–2]: 
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где используются механические характеристики материала стержня: модуль упругости E  и плотность  , а 

также изменяющиеся вдоль оси Z : площадь A , осевые ,XI YI  и центробежный XYI
 
моменты инерции – от-

носительно глобальных координатных осей X, Y, определяемые по формулам: 

.,,
22


A

XY
AA

X xydAIdAxYIdAyI  

В статьях [3–4] изложен метод алгебраических полиномов пятой степени, который позволяет с высокой 

точностью на основе системы уравнений (1) находить частоты изгибных колебаний естественно закрученного 

стержня переменного сечения при различных краевых условиях. 

 

Рис. 1. Естественно закрученный стержень с переменными  

по длине сечениями. 

Поэтому для расчета на колебания необходимы функции изменения вдоль оси Z  геометрических характери-

стик поперечных сечений A , ,XI
YI , XYI . В зависимости от назначения конструкции возможно большое раз-

нообразие форм поперечных сечений стержня, у которых отсутствуют аналитические выражения для вычисле-

ния A , ,XI
YI , 

XYI . Поэтому имеется необходимость в методике численного определения данных геометриче-

ских параметров поперечного сечения при задании его контура координатами расположенных на нем точек. 

В связи с этим целью данной статьи является разработка методики численного определения геометриче-

ских характеристик поперечных сечений стержня и оценка точности ее компьютерной реализации при решении 

тестовой задачи, имеющей точное решение. 

Методика численного определения геометрических характеристик  

поперечных сечений стержня 

1. Разбиение сечения стержня на треугольники 

При определении геометрических характеристик поперечного сечения выбирается некоторая глобальная 

система декартовых координатных осей YX ,  и по отношению к ней координатами точек задается контур се-

чения. В случае лопаток ГТД этими координатами являются точки спинки Nixx ii ,...,1, cc   и корытца 

Nixx ii ,...,1, кк  . 

Имея такую информацию, разобьем поперечное сечение стержня на ряд треугольников, для каждого из ко-

торых в отдельности по методике, изложенной далее, определим центр тяжести, площадь, осевые и центробеж-

ный моменты инерции относительно центральных координатных осей, параллельных глобальным осям YX , . 
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2. Определение центра тяжести, площади, осевых и центробежного моментов инерции  

относительно центральных координатных осей, параллельных основаниям треугольника 

Для реализации этого процесса используется система глобальных координатных осей ZYX ,,  с ортами 

zyx eee ,,  (рис. 2). В данной координатной системе поочередно рассматриваются все треугольники попереч-

ного сечения, при этом рассматриваемый треугольник обозначается 321 TTT  с вершинами ),( 111 yxT , 

),( 222 yxT , ),( 333 yxT  (рис. 2). Обязательным условием является такой порядок нумерации узлов, при кото-

ром обход треугольника в порядке возрастания номеров узлов ( 321 TTT  ) наблюдается в направлении 

противоположном движению часовой стрелки при взгляде на встречу орту ze  (рис. 2). Вдоль сторон треуголь-

ника направим орты 
)(

1
21TT

e , 
)(

1
32TT

e , 
)(

1
13TT

e  (рис. 2). 

Орт 
)(

1
21TT

e  определяется выражениями: 
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Орт 
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32TTe , определяется выражениями:
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Рис. 2. Треугольник в системе координат ZYX ,,
 
и ZYX  ,, . 

Аналогично орт 
)(

1
13TT

e  определяется выражениями:
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где 
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Соответствие выбранной нумерации узлов требованию обхода треугольника против движения часовой 

стрелки проверяем знаком смешанного произведения. Должно быть:
  

0
(23)(12)(23)(12))(
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Иначе необходимо выполнить перенумерацию узлов в противоположном порядке. 

Перпендикулярно к данным ортам направим орты 
)(

2
21TT

e , 
)(

2
32TT

e , 
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2
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e  (рис. 2). 

Учтем, что плоскость треугольника 321 TTT  совпадает с плоскостью осей YX , , ось Z  и ее орт ze  пер-

пендикулярны к плоскости треугольника 321 TTT . При этом условии орты 
)(

2
21TT

e , ,
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2
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e
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e  определим как 

векторные произведения и с учетом (5), (7) получим: 
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В начале, зная координаты вершин треугольника, определим его площадь A  и координаты 
CC

yx ,  его 

центра тяжести С  [5]: 

.
3

,
3

,

1

1

1

2

1 321321

33

22

11 yyy
y

xxx
x

yx

yx

yx

A CC





    (8) 

Определив центр тяжести треугольника С  проведем через него центральные оси YX , , параллельные 

глобальным осям YX ,  (рис. 2) и поставим задачу определения относительно этих осей моментов инерции 

YX II  ,  и YXI  . Для этого вначале запишем выражения для определения осевых моментов инерции данного 

треугольника относительно трех осей 12X , 23X , 31X , проходящих через центр тяжести C , и совпадающих по 

направлению с ортами 
)(

1
21TT

e , 
)(

1
32TT

e , 
)(

1
13TT

e  (рис. 2). Обозначим данные осевые моменты инерции соответ-

ственно 
)( 21

12

TT

XI , 
)( 32

23

TT

XI  и 
)( 13

31

TT

XI . Для определения момента инерции
)( 21

12

TT

XI  вначале определим длину отрезка 21TT : 

2
12
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122112 )()(|| yyxxTTb        (9) 

Зная площадь A  треугольника и длину 12b  его стороны 21TT  (рис. 2), вычислим высоту треугольника 
12h , 

опущенную из вершины 3T  на сторону 21TT
 
воспользовавшись формулой .
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A
h   Относительно централь-

ной оси 12X , параллельной стороне 21TT , осевой момент инерции определяются формулой [5]: 
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Далее по аналогии рассмотрим центральные оси 
3123, XX , параллельные сторонам 

32TT  и 
13TT , и опре-

делим относительно этих осей осевые моменты инерции:
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3. Определение осевых и центробежного моментов инерции треугольника относительно  

центральных осей треугольника, параллельных глобальным осям YX ,  

Определив моменты инерции 
)( 21

12

TT

XI , 
)( 32

23

TT

XI  и 
)( 13

31

TT

XI , переходим к определению моментов инерции относи-

тельно центральных осей треугольника, параллельных глобальным осям YX , . Для этого получим и применим 
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формулы для вычисления моментов инерции при повороте координатных осей. При этом реализуем новый ал-

горитм реализации этого процесса, отличающийся от традиционного. 

Для его построения выбираем систему координатных осей YX ,  с ортами ,xe  
ye  и началом в точке C  (рис. 3). 

Далее рассматриваем некоторую геометрическую фигуру, в пределах которой в близи точки K  выделяем эле-

ментарную площадку с площадью dA  (рис. 3). В координатной системе YCX  координаты рассматриваемой 

точки K  обозначим yx , .Далее выберем другую ортогональную координатную систему 21CXX  с началом в 

точке C  и осями 21, XX , направление которых задается ортами ,1e  
2e  (рис. 3). Положение точки K  в дан-

ной координатной системе определяется координатами 21, xx . Положение точки K  определим радиус векто-

ром CKr . В координатной системе YCX   положение точки K  определяется координатами yx ,  и соот-

ветственно радиус-вектором r : 

yx yx eer   .           (11) 
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2e  
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r

 

Рис. 3. Фигура в системах координат YCX   и 
21CXX . 

В координатной системе 
21CXX  положение точки K  определяется координатами 

21, xx  и тем же ради-

ус-вектором r , записанным в другой форме:
  

2211 eer xx         (12) 

Выразим координаты 21, xx  через координаты yx , . Для этого умножим равенство (12) скалярно на 

орты 
1e  и 

2e : 

.2211 , rere  xx       (13) 

Подставив (11) в (13), получим: 

., 222111 yxyx yxxyxx eeeeeeee       (14) 

Введем обозначения ,,,, 2,22,21,11,1 yyxxyyxx kkkk eeeeeeee  тогда (16) примет вид: 



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.

,

,2,22

,1,11

ykxkx

ykxkx

yx

yx           (15) 

Запишем выражения для моментов инерции YXYX III  ,,  относительно осей X   и Y  : 

  

A

YX

A

Y

A

X dAyxIdAxIdAyI .,)(,)( 22     (16) 

Относительно осей 1X  и 2X  моменты 
21

, XX II , 
21XXI  вычисляются по формулам: 

 

A

XX

A

X

A

X dAxxIdAxIdAxI .,)(,)( 2121

2
12

2
21

      (17) 

Подставим (16) в (17) и получим формулы для вычисления моментов инерции относительно осей 
21, XX  

через моменты инерции YXYX III  ,,  относительно осей X   и Y  : 
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































.)())((

,)(2)()(

,)(2)()(

,2,1,1,2,2,1

2

,2,1,2,2,1,1

2

,1,2,1

2

,1

2

,1,1

2

,2,2,2

2

,2

2

,2,2

11

2

1

YxxYXyxyxXyy

A

yxyxYX

YxYXyxXy

A

yxX

YxYXyxXy

A

yxX

IkkIkkkkIkkdAykxkykxkI

IkIkkIkdAykxkI

IkIkkIkdAykxkI

        (18) 

Теперь вернемся к треугольнику 
321 TTT , одному из всех, на которые разбита рассматриваемая геометри-

ческая фигура. В этом треугольнике через его центр тяжести проведем оси YX , , параллельные глобальным 

осям YX , . Это позволяет нам в дальнейшем работать с ортами осей YX , . 

На основе (17) с учетом (4), (5) и (6) запишем: 





















,

,

,

(12))(
2

)(
,2

(12))(
2

)(
,2

(12))(
1

)(
,1

(12))(
1

)(
,1

2121

2121

2121

2121

xy
TTTT

y

yx
TTTT

x

yy
TTTT

y

xx
TTTT

x

bk

bk

bk

bk

ee

ee

ee

ee

 





















,

,

,

,

(23))(

2

)(

,2

(23))(

2

)(

,2

(23))(

1

)(

,1

(23))(

1

)(

,1

3232

3232

3232

3232

xy

TTTT

y

yx

TTTT

x

yy

TTTT

y

xx

TTTT

x

bk

bk

bk

bk

ee

ee

ee

ee

 





















.

,

,

,

(31))(

2

)(

,2

(31))(

2

)(

,2

(31))(

1

)(

,1

(31))(

1

)(

,1

1313

1313

1313

1313

xy
TTTT

y

yx
TTTT

x

yy
TTTT

y

xx
TTTT

x

bk

bk

bk

bk

ee

ee

ee

ee

 (19) 

Воспользуемся первым уравнением из системы (18) и запишем с учетом (19) систему из трех алгебраиче-

ских уравнений: 






















.)(2)(

,)(2)(

,)(2)(

)(2)(

,2

)(

,2

)(

,2
2)(

,2

)(2)(

,2

)(

,2

)(

,2
2)(

,2

)(2)(

,2

)(

,2

)(

,2
2)(

,2

13

1

13131313

32

1

32323232

21

1

21212121

TT

XY
TT

xYX
TT

y

TT

xX
TT

y

TT

XY
TT

xYX
TT

y

TT

xX
TT

y

TT

XY
TT

xYX
TT

y

TT

xX
TT

y

IIkIkkIk

IIkIkkIk

IIkIkkIk

    (20) 

Решив систему (20) относительно 
YYXX III  ,, , определим искомые моменты инерции относительно 

координатной системы YCX  , определяемой центральными осями YX ,  рассматриваемого треугольника, ко-

торые параллельны глобальным осям YX , . 

В итоге, если поперечное сечение разбито на M  треугольников, то в нашем распоряжении имеются массивы: 

 площадей треугольников MmAm ,1,  ; 

 координат Mmyx m

C

m

C ,1,, )()(   центров тяжестей треугольников относительно глобальных координат-

ных осей YX , ; 

 моментов инерции )()()( ,, m

YX

m

Y

m

X III 
 относительно центральных осей YX ,  рассматриваемого тре-

угольника, параллельных глобальным координатным осям ., YX  

4. Определение координат центра тяжести поперечного сечения стержня  

относительно глобальных осей YX ,  

Для определения центра тяжести поперечного сечения лопасти определяем [6] его площадь 



M

m

mAA
1

 

и статические моменты относительно осей YX , : 

.,
1 1

)()(
 
 


M

m

M

m
m

m
Cym

m
Cx AxSAyS      (21) 

Затем вычисляем [5] координаты CC yx ,  поперечного сечения относительно глобальных координатных 

осей YX , : .,
A

S
y

A

S
x x

C

y

C   

5. Определение моментов инерции поперечного сечения лопасти относительно  

центральных осей сечения 
CC YX , , параллельных глобальным осям YX ,  

Через центр тяжести сечения C  проведем центральные оси 
CC YX , , параллельные глобальным осям YX ,  

и определим относительно 
CC YX ,  моменты инерции по формулам: 
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






 
M

m

C

m

Cm

m

Yy

M

m

C

m

Cm

m

Xx xxAIIyyAII
1

2)()(

1

2)()( ],)([],)([  

].))(([
1

)()()(



 
M

m
C

m
CC

m
Cm

m
YXXY xxyyAII            (22) 

При расчетах частот собственных колебаний именно эти моменты инерции сечений подставляются в си-

стему уравнений (1). 

6. Определение главных центральных осей  

и моментов инерции относительно этих осей 

Главные центральные оси поперечного сечения лопатки ,  определим углом  , откладываемым 

от оси 
CX  к оси   при положительном направлении отсчета в направлении противоположном движению часо-

вой стрелки [5]. Для главных осей угол   определяется выражением [5]: 

.
2

2tg
xy

xy

II

I


                   (23) 

Определив  , рассчитаем моменты инерции сечения по формулам [5]: 




























.2sin
2

2cos

,cos2sinsin

,sin2sincos

22

22

yx

xy

yxyx

yxyx

II
II

IIII

IIII

                 (24) 

Тестовая задача для оценки точности численного метода вычисления  

геометрических характеристик поперечного сечения лопасти 

Для оценки точности предлагаемой выше методики численного определения геометрических характери-

стик поперечного сечения стержня воспользуемся точными формулами для вычисления координат центра тя-

жести, площади, осевых и центробежного моментов инерции сечений в виде эллипса. Использование эллипса в 

качестве контура профиля позволяет построить разбиение его контура точками, координаты которых вычисля-

ются аналитически. Это позволит объективно провести валидацию и анализ точности предлагаемого численно-

го метода для вычисления геометрических характеристик поперечных сечений стержня на основе координат ее 

профиля. 

Аналитические выражения для вычисления геометрических характеристик  

стержня с эллиптическим сечением 

На рис. 4 представлено поперечное сечение стержня в виде эллипса. Площадь эллипса: 

.abA         (25) 

Проведем через центр тяжести профили C  главные центральные оси  ,  (рис. 4). Относительно этих 

осей осевые и центробежный моменты инерции [6]: 

.0,
4

,
4

33







  I
ba

I
ab

I           (26) 

 

Рис. 4. Профиль эллиптического сечения. 

При известном угле   моменты инерции сечения определяются по формулам (24). 

.2sin
2

,cossin,sincos 2222 




II
IIIIIII XYYX


    (27) 
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Координаты контурных точек профиля и центра тяжести  

в глобальной системе 0XY  

Рассмотрим эллипс в некоторой произвольной координатной системе XY0 , где направление координатных 

осей определены их ортами 
yx ee ,

 
(рис. 5).  

Проведем через центр тяжести профиля C  главные центральные оси  , , направление которых опреде-

лим ортами 
e

 
и 

e .  

Определим координаты точки профиля ),( nnT  эллиптического сечения относительно координатной си-

стемы  , : 




















,,...,0

,
1

2

sin,cos

Nn

n
N

ab

n

nnnn






     (28) 

Координаты точки ),( nn yxT  относительно координатной системы :0XY  

 

 






















,,...,0,
1

2

,sincoscossin)sin(

,sinsincoscos)(cos

Nnn
N

aay

bbx

n

nnnn

nnnn







   (29) 

 

 

 

 

Рис. 5. Сечение стержня, центр тяжести сечения C , главные оси сечения  ,  

и оси YX ,  глобальной координатной системы. 

Результаты решения тестовой задачи по определению  

геометрических характеристик поперечного сечения профиля стержня 

По изложенной выше методике разбиения сечения на треугольники, вершины которых вычислялись по 

формулам (28) и (29), были выполнены расчеты геометрических характеристик при числе 

6002и0001,100,101 NM  узлов на границе профиля эллиптического сечения, с полуосями равными b = 

40 мм и a = 4 мм. Угол поворота .0
30  

При этом численно определялись следующие расчетные значения геометрических параметров профиля: 
рA  – площадь профиля в координатной системе XY0 ; ррр

,, XYYX III  – моменты инерции профиля относительно коор-

динатной системы XY0 ; рр
,  II  − моменты инерции профиля относительно главных центральных осей  ,  профиля. 

Для рассматриваемого профиля известны точные значения геометрических параметров: ,,,,,  IIIIA YX

для эллиптического сечения, вычисленные по формулам (25)–(27).  
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На их основе рассчитаем десятичные логарифмы относительных погрешностей численного определения 

геометрических характеристик профиля: 

T

TP 
 lg||lg , 

где P – расчетные значения ,,,,, , рррррp
 IIIIIA XYYX  

Т – точные значения .,,,,  IIIIIA XYYX
 

 

Рис. 6. График изменения ||lg  относительных погрешностей вычисления  

от десятичного логарифма числа отрезков Mlg . 

На рис. 6 представлены зависимости десятичных логарифмов абсолютных значений ||lg   относитель-

ных погрешностей вычисления всех перечисленных выше геометрических параметров профиля от десятичного 

логарифма Mlg  числа отрезков M  на профиле эллипса. 

Из рис. 6 видно, что имеет место второй порядок сходимости численных результатов к точным для всех 

геометрических характеристик поперечного сечения. 

Заключение 

Предложена методика численного расчета геометрических характеристик поперечного сечения стержня, 

исходной информацией для которой являются координаты точек контура сечения. Основой данной методики 

являются разбиение сечения на треугольники и предлагаемый авторами эффективно реализуемый на компью-

тере алгоритм вычисления геометрических характеристик отдельных треугольников с последующим вычисле-

нием геометрических характеристик всего сечения целиком. 

Выполнена оценка точности предлагаемого численного метода сравнением численных результатов с точ-

ными для сечения в форме эллипса, для которого есть точные аналитические формулы вычисления геометриче-

ских характеристик. Показано, что данная методика имеет второй порядок точности. 

На базе данной методики разработана компьютерная программа, позволяющая оперативно определять 

с необходимой для практики точностью геометрические характеристики поперечных сечений лопаток газотур-

бинных двигателей. 
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