
10 МАТЕМАТИКА и МЕХАНИКА 

 

 

УДК 519.242.7, 534.26 

DOI: 10.33184/bulletin-bsu-2026.1.2 

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМА РАССЕЯНИЯ АКУСТИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ  

НА ДВУХ ЗВУКОПРОНИЦАЕМЫХ СФЕРАХ 

© Э. Ш. Насибуллаева 

Институт механики им. Р. Р. Мавлютова УФИЦ РАН  

Россия, Республика Башкортостан, 450054 г. Уфа, пр. Октября, 71. 

*Email: elvira@anrb.ru 

Проведен анализ рассеяния акустической волны на двух звукопроницаемых сферах при воз-

действии монопольного источника излучения с помощью численной методики, основанной 

на методе ортогонального центрального композиционного планирования. Данная методика ре-

ализована для трехфакторного вычислительного эксперимента, где в качестве факторов вы-

браны один физический и два геометрических параметра системы. Цели работы – определение 

факторов, изменение которых существенным образом влияет на всю систему; нахождение 

значений варьируемых параметров, при которых целевая функция принимает оптимальные 

(наименьшее и наибольшее) значения; исследование системы при оптимальных значениях 

параметров. Показано, что система с каплями является нечувствительной только для малого, 

а с пузырьками – для большого волнового радиуса. Построенные при оптимальных параметрах 

системы диаграммы распределения давления позволили выявить зоны повышения и понижения 

давления, которые сильно зависят от физических свойств сред. 
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Введение 

Для понимания фундаментальной природы явления рассеяния акустической волны на системе 

звукопроницаемых сфер, когда волна проходит через поверхность раздела (случай пузырьков или капель), одной 

из важнейших подзадач является изучение механизма взаимодействия между частицами в системе. Системы, 

состоящие из двух рассеивателей, позволяют подробно изучить взаимодействие между рассеянными от сфер 

полей, поскольку оно является достаточно простым для проведения теоретического анализа. Несмотря на то, что 

существует достаточного много работ, посвященных исследованию пары сфер (см., например, обзор [1]), 

в основном в них рассматриваются звуконепроницаемые сферы, когда волна не проходит через поверхность 

раздела (случай твердых сфер с различным акустическим импедансом). Системы пары воздушных пузырьков 

были рассмотрены, например, в работах [2–3]. В работе [2] теоретически и экспериментально исследовалось 

обратное рассеяние звука от системы двух воздушных пузырьков, которые были расположены симметрично 

относительно оси, проходящей через источник звука перпендикулярно оси, соединяющей центры сферических 

частиц. Теоретические исследования работы [3] посвящены взаимодействию двух близко расположенных 

пузырьков в акустическом поле; моделирование задачи проводилось в рамках теории многократного рассеяния 

с использованием разложения по сферическим гармоникам и теоремы сложения [4–5]; получено точное 

характеристическое уравнение, которое обеспечивает симметричный и антисимметричный резонансы двух 

пузырьков. Таким образом, теоретические исследования взаимодействия пары звукопроницаемых сфер 

при воздействии акустической волны на сегодняшний день остается актуальной задачей акустики. 

В рамках настоящего исследования представлены результаты по изучению механизма рассеяния волны 

от монопольного источника излучения на системе, состоящей из двух пузырьков или капель, с помощью одного 

из методов регрессионного анализа, а именно, метода ортогонального центрального композиционного 

планирования (ОЦКП) [6–10]. В работе [11] данный метод реализован для анализа рассеяния волны на системе 

двух звуконепроницаемых сфер с различной комплексной полной проводимостью их поверхности. В настоящей 

работе исследования по взаимодействию проведены для случая звукопроницаемых сфер (воздушных пузырьков 

в воде или капель воды в воздухе) на основе трехфакторного вычислительного эксперимента, где в качестве 

факторов также был выбран один физический (волновой радиус) и два геометрических (отношение радиусов 

сфер и расстояние между центрами сфер) параметра системы. Отметим, что верификация общего численного 

алгоритма расчета рассеяния волны на системе множества звукопроницаемых сфер, представленного в работе [12] 

и примененного в настоящем исследовании для системы двух сфер, с результатами лабораторных экспериментов [2] 

была проведена в работе [13], где показано хорошее их качественное и количественное согласование. 

Основными целями работы являются: определение основных параметров, изменение которых 

существенным образом влияет на всю систему; определение значений варьируемых параметров системы, при 

которых искомая функция (нормированное давление в фиксированной точке) принимает наименьшее 

и наибольшее значения; исследование системы при оптимальных значениях параметров. 
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Постановка задачи и основные уравнения 

Рассмотрим две звукопроницаемые сферы, имеющие различные радиусы a1 и a2. Система двух сфер распо-

ложена в трехмерном пространстве, заполненном однородной средой плотности 0 и имеющей скорость звука c0. 

Общую систему декартовых координат выберем так, чтобы ось z проходила через центры сфер, а начало коорди-

нат располагалось в середине их соединяющего отрезка. Тогда радиус–векторы центров сфер будут иметь коор-

динаты 𝐫1
′ = (0,0, 𝛿𝑙/2) и 𝐫2

′ = (0,0, −𝛿𝑙/2). На систему воздействует сферическая волна от монопольного источ-

ника излучения, расположенного в точке Ms на оси координат x, радиус–вектор которой равен 𝐫𝑠 = (−𝑑𝑠, 0,0) 

(𝑑𝑠 – расстояние от монопольного источника излучения до геометрического центра сфер). Общая схема задачи 

представлена на рис. 1. Предполагается, что центры сфер неподвижны, радиальное движение сферической по-

верхности отсутствует, а через поверхность сфер проходит волна, которая распространяется в другой среде, име-

ющей плотность v и скорость звука cv. 

 

Рис. 1. Схема системы, состоящей из двух сфер различных радиусов:  

Ms – монопольный источник излучения; Mc – расчетная точка. 

Математическая модель, описывающая рассеяние акустической волны на паре звуконепроницаемых сфер, 

приведена в работе [11], а в случае звукопроницаемых сфер в общем виде – в работе [12]. Представление ком-

плексного потенциала ψ(𝐫) внешнего поля [14–15] в случае двух сфер (𝑁 = 2) примет следующий вид  

ψ(𝐫) = ψin(𝐫) + ψscat(𝐫) = ψin(𝐫) + ψscat
(1)

(𝐫) + ψscat
(2)

(𝐫), 

где ψin(𝐫) = −𝑉0𝑒𝑖𝑘0|𝐫−𝐫𝑠|/(4π|𝐫 − 𝐫𝑠|) – потенциал падающего поля для монопольного источника излучения; 

𝑉0 – производительность монопольного источника излучения; i – мнимая единица; 𝑘0 – волновое число для внеш-

ней среды; ψscat(𝐫) – потенциал поля рассеяния, удовлетворяющий условию излучения Зоммерфельда [16], ко-

торое соответствует затуханию уходящей на бесконечность волне, и представляющийся в следующем виде [14]:  

ψscat(𝐫) = ∑ ∑ (𝐴𝑛
(1)𝑚𝑆𝑛

𝑚(𝐫1) + 𝐴𝑛
(2)𝑚𝑆𝑛

𝑚(𝐫2))

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=0

, 

здесь 𝐫𝑣 = (𝑟𝑣 , θ𝑣 , φ𝑣) = 𝐫 − 𝐫𝑣
′  (𝑣 = 1,2), т.е. осуществлен переход к сферической системе координат, связанной 

с центром v-й сферы (см. рис. 1); 𝐴𝑛
(𝑣)𝑚

 – неизвестные коэффициенты разложения по мультиполям; 𝑆𝑛
𝑚(𝐫𝑣) =

ℎ𝑛(𝑘0𝑟𝑣)𝑌𝑛
𝑚(θ𝑣 , φ𝑣) – мультиполь порядка 𝑛 и степени 𝑚; ℎ𝑛(𝑧) – сферические функции Ханкеля 1-го типа; 

𝑌𝑛
𝑚(θ𝑣 , φ𝑣) – ортогональные сферические гармоники [17]. В соответствии с методом повторного разложения по 

мультиполям [14–15] решение задачи сводится к определению коэффициентов 𝐴𝑛
(𝑣)𝑚

 из решения системы ли-

нейных алгебраических уравнений, которая в матричном виде записывается как [12]: 

𝐋𝐀 = 𝐃,             (1) 
а матрица и векторы определяются следующими выражениями: 

𝐋 = {𝐿𝑢0𝑡0
} = (

{𝛿𝑢1𝑡1
} {𝐿𝑢1𝑡1

(12)
}

{𝐿𝑢1𝑡1

(21)
} {𝛿𝑢1𝑡1

}
) , 𝐀 = {𝐴𝑢0

} = (
{𝐴𝑙

(1)𝑠
}

T

{𝐴𝑙
(2)𝑠

}
T

) , 𝐃 = {𝐷𝑡0
} = (

{𝐷𝑛
(1)𝑚

}
T

{𝐷𝑛
(2)𝑚

}
T

) , 

𝐷𝑛
(𝑤)𝑚

= −
𝑗𝑛(𝑘0𝑎𝑤)𝑗𝑛

′ (𝑘𝑤𝑎𝑤) − κ𝑤𝑗𝑛
′ (𝑘0𝑎𝑤)𝑗𝑛(𝑘𝑤𝑎𝑤)

ℎ𝑛(𝑘0𝑎𝑤)𝑗𝑛
′ (𝑘𝑤𝑎𝑤) − κ𝑤ℎ𝑛

′ (𝑘0𝑎𝑤)𝑗𝑛(𝑘𝑤𝑎𝑤)
𝐶in,𝑛

𝑚 (𝐫𝑤
′ ), 

𝐿𝑢1𝑡1

(𝑤𝑣)
=

𝑗𝑙(𝑘0𝑎𝑤)𝑗𝑙
′(𝑘𝑤𝑎𝑤) − κ𝑤𝑗𝑙

′(𝑘0𝑎𝑤)𝑗𝑙(𝑘𝑤𝑎𝑤)

ℎ𝑙(𝑘0𝑎𝑤)𝑗𝑙
′(𝑘𝑤𝑎𝑤) − κ𝑤ℎ𝑙

′(𝑘0𝑎𝑤)𝑗𝑙(𝑘𝑤𝑎𝑤)
(𝑆|𝑅)𝑙𝑛

𝑠𝑚(𝐫𝑣𝑤
′ ) (𝑣 ≠ 𝑤), 

𝑢0 = (𝑣 − 1)(𝑛𝑡𝑟 + 1)2 + (𝑙 + 1)2 − (𝑙 − 𝑠); 𝑢1 = (𝑙 + 1)2 − (𝑙 − 𝑠); 
𝑡0 = (𝑤 − 1)(𝑛𝑡𝑟 + 1)2 + (𝑛 + 1)2 − (𝑛 − 𝑚); 𝑡1 = (𝑛 + 1)2 − (𝑛 − 𝑚); 
𝑙 = 0,1, … , 𝑛tr;  𝑠 = −𝑙, … , 𝑙;  𝑛 = 0,1, … , 𝑛tr;  𝑚 = −𝑛, … , 𝑛;  𝑣, 𝑤 = 1,2. 
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Здесь 𝑗𝑛(𝑧) и 𝑗𝑙
′(𝑧) – сферические функции Бесселя 1-го типа и их производные [17]; 𝑘𝑤 – волновое число 

внутри v-й сферы; κ𝑤 = (𝑘0ρ𝑤)/(𝑘𝑤ρ0) – введенный параметр; 𝐶in,𝑛
𝑚 (𝐫𝑤

′ ) – коэффициенты разложения потенци-

ала падающего поля ψin около 𝐫 = 𝐫𝑤
′ ; (𝑆|𝑅)𝑙𝑛

𝑠𝑚(𝐫𝑣𝑤
′ ) – коэффициенты перехода при повторном разложении по 

мультиполям [14]; 𝛿𝑢1𝑡1
 – символ Кронекера; 𝑛tr – число усечения рядов при разложении. 

Значение давления 𝑝𝑀(𝐫) в некоторой точке пространства 𝑀 с радиус-вектором 𝐫 через потенциал ψ вычис-

ляется по следующей формуле [11]: 

𝑝𝑀(𝐫)  = 𝑖ωρ0 (ψin(𝐫) + ∑ ∑ (𝐴𝑛
(1)𝑚

𝑆𝑛
𝑚(𝐫1) + 𝐴𝑛

(2)𝑚
𝑆𝑛

𝑚(𝐫2))

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=0

), (2) 

где ω = 2π𝑓 – угловая частота; 𝑓 – частота внешнего поля. 

Трехфакторный вычислительный эксперимент  

и анализ результатов 

В рамках метода ОЦКП проведем трехфакторный вычислительный эксперимент (𝑛 = 3) для трех основных 

параметров системы: волнового радиуса 𝑘0𝑎1, отношения радиусов сфер 𝑎2/𝑎1 и расстояния между центрами 

сфер 𝛿𝑙 – при их отклонении от фиксированных (средних) значений (𝑘0𝑎1)0, (𝑎2/𝑎1)0 и (𝛿𝑙)0 на 10% (малое от-

клонение от средних величин 𝛿𝑓𝑖𝑥 = 0,1). Факторы зададим как  

𝑋𝑗 = 1 ± 𝛿𝑓𝑖𝑥 , 𝑗 = 1,2,3, 

что позволяет свести их рассмотрение к одному диапазону [𝑋𝑗,−1, 𝑋𝑗,+1] = [0,9;  1,1] (𝑋𝑗,−1 и 𝑋𝑗,+1 – нижний и верх-

ний уровни j-го фактора, 𝑗 = 1,2,3). Отклонения величин от средних значений в этом случае можно записать 

в следующем виде: 

𝑘𝑎1 = 𝑋1(𝑘0𝑎1)0, 𝑎2/𝑎1 = 𝑋2(𝑎2/𝑎1)0, 𝛿𝑙 = 𝑋3(𝛿𝑙)0. 
Кодированные значения j-го фактора, определяемые как 𝑥𝑗 = (𝑋𝑗 − 𝑋𝑗,𝑐)/𝑋𝑗,𝑙 (𝑋𝑗,𝑐 = (𝑋𝑗,−1 + 𝑋𝑗,+1)/2 – централь-

ное значение, 𝑋𝑗,𝑙 = (𝑋𝑗,+1 − 𝑋𝑗,−1)/2 – интервал варьирования j-го фактора), будут изменяться в диапа-

зоне [−1;  1]. 
Для проведения анализа в конкретной точке пространства определим целевую функцию (функцию 

отклика) Y как модуль нормированного давления в расчетной точке 𝑀𝑐, симметричной монопольному ис-

точнику излучения 𝑀𝑠 относительно геометрического центра системы сфер (см. рис. 1), т.е. 𝑌 ≡ |𝑝𝑀𝑐
/𝑝in,𝑀𝑐

| 

(𝑝𝑀𝑐
 – давление в точке 𝑀𝑐, определяемое по формуле (2); 𝑝in,𝑀𝑐

 – давление падающего поля в точке 𝑀𝑐). 

В соответствии с методом ОЦКП строится регрессионная модель (уравнение регрессии) второго порядка 

в виде квадратичного полинома: 

 

𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑏0 + ∑ 𝑏𝑗1
𝑥𝑗1

3

𝑗1=1

+ ∑ ∑ 𝑏𝑗1𝑗2
𝑥𝑗1

𝑥𝑗2

3

𝑗2=𝑗1+1

3

𝑗1=1

+ ∑ 𝑏𝑗1𝑗1
(𝑥𝑗1

2 − 𝛽)

3

𝑗1=1

, (3) 

где 𝑏0, 𝑏𝑗1
, 𝑏𝑗1𝑗2

, 𝑏𝑗1𝑗1
 – коэффициенты регрессии, определяемые после реализации плана соответствующего вы-

числительного эксперимента; 𝛽 = √2𝑛/𝑛𝑡 – параметр смещения; 𝑛𝑡 = 15 – число опытов в эксперименте. Мат-

рица ОЦКП и формулы для определения коэффициентов регрессии приведены в работе [11]. Отметим, что значения 

коэффициентов регрессии позволяют определить степень влияния соответствующих данному коэффициенту 

факторов, а именно, чем больше числовое значение коэффициента, тем большее влияние. При этом, если коэф-

фициент положительный, то с увеличением значения соответствующего фактора параметр оптимизации увели-

чивается, в противном случае – уменьшается. 

Вычислительные эксперименты проводились для средних значений волнового радиуса (𝑘0𝑎1)0 = 1,  3 и 6, отно-

шения радиусов (𝑎2/𝑎1)0 = 1 (при расчетах значение 𝑎1 было фиксировано, менялось только значение 𝑎2), рас-

стояния (𝛿𝑙)0 = 6𝑎1. Расстояние от монопольного источника излучения до начала координат 𝑑𝑀𝑠
= 10𝑎1. Рас-

смотрены физические параметры сред, соответствующие каплям воды (ρ = 998 кг/м3, 𝑐 = 1 484 м/с) в воз-

духе (ρ = 1,205 кг/м3, 𝑐 = 343,1 м/с) и воздушным пузырькам в воде. 

Для численной реализации метода ОЦКП разработан программный код на языке программирования Fortran 

90 (GCC) в среде MSYS2 (MinGW-w64). Отметим, что для рассматриваемой задачи возможно применении тех-

ники разложения по мультиполям для решения системы уравнений (1) как с помощью осесимметричного алго-

ритма, приведенного в работе [18], где ось симметрии проходит через центры сфер, так и с применением опти-

мизированного алгоритма [15], который разработан для общего случая множества сфер, расположенных произ-

вольным образом в трехмерном пространстве. 

В табл. 1 представлены следующие результаты трехфакторного вычислительного эксперимента для различ-

ных значений волнового радиуса (𝑘𝑎1)0 и капель воды в воздухе:  

– значение F, полученное по F-критерию Фишера [11; 19], позволяющему провести проверку адекватности 

модели регрессии, а именно, если 𝐹 > 𝐹кр,𝛼𝐹
(𝑓1, 𝑓2), то модель является адекватной, причем чем больше F, тем 
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эффективнее уравнение регрессии (3). Здесь критическое значения 𝐹кр,𝛼𝐹
(𝑓1, 𝑓2) определяется по известным таб-

лицам (см, например, в [6; 20]). В рамках настоящей работы числа степеней свободы равны [11] 𝑓1 = 14 и 𝑓2 = 5, 

тогда для уровня значимости 𝛼𝐹 = 5% имеем 𝐹кр,5%(14,5) = 2,96; 

Таблица 1 

Результаты вычислительного эксперимента для системы,  

состоящей из двух капель воды в воздухе 

(𝒌𝟎𝒂𝟏)𝟎 𝑭 |𝒃| ≤ 𝒃кр 𝒙̅𝐦𝐢𝐧 𝒙̅𝐦𝐚𝐱 𝒀ср 𝜹𝒀,%, % 

1 334,83 𝑏22, 𝑏33 (1, 1, 1) (–1, –1, –1) 0,9728 2,96 

3 49,94 
𝑏2, 𝑏12, 𝑏23, 
𝑏11, 𝑏22, 𝑏33 

(–1, 1, –1) (1, 1, 1) 0,9893 21,28 

6 5,93 
𝑏2, 𝑏12, 𝑏23, 
𝑏11, 𝑏22, 𝑏33 

(0,4073,  
–1, 1) 

(–1, –1, –1) 1,0812 15,65 

Таблица 2 

Результаты вычислительного эксперимента для системы,  

состоящей из двух воздушных пузырьков в воде 

(𝒌𝟎𝒂𝟏)𝟎 𝑭 𝒃 ≤ 𝒃кр 𝒙̅𝐦𝐢𝐧 𝒙̅𝐦𝐚𝐱 𝒀ср 𝜹𝒀,%, % 

1 361,5 
𝑏12, 𝑏11, 𝑏22, 

𝑏33 
(–1, 1, –1) (1, –1, 1) 0,5779 21,05 

3 592,74 𝑏12, 𝑏22 (–1, 1, –1) (1, –1, 1) 0,9998 25,52 

6 4,08 
𝑏1, 𝑏2, 𝑏12, 

𝑏11, 𝑏22 
(–1, 1, –1) (–1, 1, 1) 1,2629 7,3 

 

– незначимые коэффициенты уравнения регрессии (3), для определения которых применяется t-критерий 

Стьюдента [20–21], а именно, для которых выполняется неравенство |𝑏| ≤ 𝑏кр (расчет критических величин 𝑏кр 

подробно представлен в [11]); 

– набор кодированных параметров 𝑥̅min и 𝑥̅max, при которых целевая функция Y достигает своего наимень-

шего и наибольшего значений 𝑌min и 𝑌max в трехмерной области параметров [−1;  1]3; 

– среднее значение целевой функции 𝑌ср = (𝑌max − 𝑌𝑚𝑖𝑛)/2; 

– отклонение целевой функции от среднего значения 𝑌ср, выраженное в процентах, δ𝑌,%. Если δ𝑌,% ≤ δfix,% = 10%, 

то целевая функция Y считается нечувствительной, а в противном случае – чувствительной к изменению пара-

метров системы, причем чем выше δ𝑌,%, тем больше степень влияния параметров на данную систему. 

В табл. 2 приведены аналогичные результаты для воздушных пузырьков в воде.  

На рис. 2 представлены графики для целевой функции Y в зависимости от фактора Xi, когда два остальных 

фактора имеют фиксированные значения в центральных точках диапазонов варьирования, для трех значений вол-

нового радиуса и двух рассматриваемых систем сфер.  

Отметим, что в случае двух воздушных пузырьков в воде (рис. 2(б)) при расчетах по полной модели при 

некотором значении первого и второго факторов наблюдаются резонансы, что качественно согласуется с резуль-

татами работы [15], где было показано, что рассеяние на конфигурации двух пузырьков разных размеров генери-

рует резкие резонансы на частотах выше резонанса двух пузырьков одного радиуса. 

Анализ данных, представленных в табл. 1 и 2 и на рис. 2, показывает, что: 

– для всех рассмотренных случаев модель (3) является адекватной, причем чем больше волновое число, сле-

довательно, и взаимодействие между сферами в системе, тем меньше число F и больше отклонение уравнения регрес-

сии (3) от результатов расчетов (2), полученные с помощью полной модели (1), что наглядно видно на рис. 2; 

– для капель воды в воздухе при малом волновом радиусе все коэффициенты регрессии, соответствующие 

линейному воздействию (𝑏𝑗1
) и взаимному влиянию факторов (𝑏𝑗1𝑗2

, 𝑗1 ≠ 𝑗2), а также при квадратичном слагае-

мом для 1-го фактора (𝑏11) являются значимыми, т.е. вносят существенный вклад в целевую функцию, причем 

рост любого фактора приводит к уменьшению ее значения, поскольку все коэффициенты регрессии являются 

отрицательными; при увеличении волнового радиуса существенное влияние на Y оказывают только 1-й и 3-й фак-

торы при линейных слагаемых (𝑏1 и 𝑏3) и их взаимодействие (𝑏13 > 0), т.е. остальными слагаемыми при дальней-

шем рассмотрении можно пренебречь, при этом для (𝑘0𝑎1)0 = 3 рост линейного воздействия 1-го и 3-го факторов 

приводит к падению целевой функции (𝑏1, 𝑏3 < 0), а для (𝑘0𝑎1)0 = 6 – к росту (𝑏1, 𝑏3 > 0); 



14 МАТЕМАТИКА и МЕХАНИКА 

 

 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 2. Зависимость целевой функции Y от фактора Xi в случае капель воды в воздухе (а)  

и воздушных пузырьков в воде (б) для значений волнового радиуса 
(𝑘0𝑎1)0 = 1 (слева); (𝑘0𝑎1)0 = 3 (в центре); (𝑘0𝑎1)0 = 6 (справа):  

1 – 𝑖 = 1, X2 = X3 = 1; 2 – 𝑖 = 2, X1 = X3 = 1; 3 – 𝑖 = 3, X1 = X2 = 1.  

Линии – полином (3); символы — данные вычислительного эксперимента. 

– для систем с пузырьками наиболее существенное воздействие факторов наблюдается при (𝑘0𝑎1)0 = 3, 

при этом рост факторов приводит к уменьшению целевой функции при линейном воздействии 1-го и 3-го факто-

ров и при взаимодействии 2-го и 3-го факторов (𝑏1, 𝑏3, 𝑏23 < 0); для малого волнового радиуса к уменьшению Y 

приводит только рост 2-го фактора при линейном слагаемом (𝑏2 < 0), а для большого – при взаимодействии  

1-го и 3-го факторов и при нелинейной слагаемом 3-го фактора (𝑏13, 𝑏33 < 0); 

– целевая функция принимает наименьшее и наибольшее значения на границе параметрической области. 

В случае системы пузырьков наименьшее значение достигается для всех волновых радиусов при одном наборе 

кодированных параметров системы 𝑥̅min; 

– среднее значение целевой функции растет с увеличением волнового радиуса, причем для пузырьков рост 

происходит значительнее: 𝑌ср при (𝑘0𝑎1)0 = 6 возрастает на 118,5% по сравнению со значением при (𝑘0𝑎1)0 = 1, 

а для капель прирост составляет только 11,1%; 

– целевая функция Y является нечувствительной (𝛿𝑌,% < 10%) к изменению основных параметров системы 

для малого волнового радиуса в случае капель и большого – для пузырьков, в остальных случаях система явля-

ется чувствительной к изменению параметров. 

Исследуем системы при найденных наименьших и наибольших значениях целевой функции Y для наборов 

кодированных параметров 𝑥̅min и 𝑥̅max, приведенных в табл. 2 и 3, построив фазовые диаграммы (рис. 3–6) рас-

пределения давления в плоскостях, содержащих: 

– монопольный источник излучения 𝑀𝑠 (𝑥 = −𝑑𝑠) для анализа обратных волн; 

– расчетную точку 𝑀𝑐 (𝑥 = 𝑑𝑠) для анализа волн, прошедших через систему сфер; 

– центры обеих сфер и точки 𝑀𝑠 и 𝑀𝑐 (𝑦 =  0), что позволит изучить распределение волн вокруг и внутри 

самих сфер. 

По диаграммам, построенным в плоскостях 𝑥 = −𝑑𝑠, видно, что во всех случаях обратные волны мало вли-

яют на картину распределения давления – отклонение от давления падающей волны во всех фазовой плоскости 

не превышает 8%. 
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Рис. 3. Диаграммы распределения нормированного давления |𝑝/𝑝in|  
при наборе кодированных параметров 𝑥̅min = (1, 1, 1) (а) и 𝑥̅max = (−1, −1, −1) (б)  

в плоскостях 𝑥 = −𝑑𝑠 (слева), 𝑦 =  0 (в центре), 𝑥 = 𝑑𝑠 (справа)  

в случае двух капель воды в воздухе для (𝑘0𝑎1)0 = 1. 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 4. Диаграммы распределения нормированного давления |𝑝/𝑝in|  
при наборе кодированных параметров 𝑥̅min = (−1, 1, −1) (а) и 𝑥̅max = (1, −1, 1) (б)  

в плоскостях 𝑥 = −𝑑𝑠 (слева), 𝑦 =  0 (в центре), 𝑥 = 𝑑𝑠 (справа)  

в случае двух воздушных пузырьков в воде для (𝑘0𝑎1)0 = 1. 
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(б) 

Рис. 5. Диаграммы распределения нормированного давления |𝑝/𝑝in|  
при наборе кодированных параметров 𝑥̅min = (−1, 1, −1) (а) и 𝑥̅max = (1, 1, 1) (б)  

в плоскостях 𝑥 = −𝑑𝑠 (слева), 𝑦 =  0 (в центре), 𝑥 = 𝑑𝑠 (справа)  

в случае двух капель воды в воздухе для (𝑘0𝑎1)0 = 3. 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 6. Диаграммы распределения нормированного давления |𝑝/𝑝in|  
при наборе кодированных параметров 𝑥̅min = (−1, 1, −1) (а) и 𝑥̅max = (1, −1, 1) (б)  

в плоскостях 𝑥 = −𝑑𝑠 (слева), 𝑦 =  0 (в центре), 𝑥 = 𝑑𝑠 (справа)  

в случае двух воздушных пузырьков в воде для (𝑘0𝑎1)0 = 3. 

Волны, прошедшие через систему, в случае пузырьков сильнее влияют на картину распределения давления 

в плоскости 𝑥 = 𝑑𝑠, чем капли, причем чем выше волновой радиус, тем сильнее отклонение давления рассе-

янной волны от давления падающей волны – при (𝑘0𝑎1)0 = 1 для капель отклонение не превышает 8% и при 

(𝑘0𝑎1)0 = 3–30%, а для пузырьков – может отклоняться в некоторых зонах фазовой плоскости до 60%. 

Следует отметить, что картина распределения давления при (𝑘0𝑎1)0 = 1 в плоскости 𝑦 =  0 для капель 

(рис. 3) согласуется с аналогичными диаграммами, полученными в работе [11] для жестких звуконепроницаемых 
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сфер (комплексная полная проводимость для сферы 𝜎 = 0), а для пузырьков (рис. 4) – для мягких звуконепрони-

цаемых сфер (при 𝜎 = 100𝑘0). При (𝑘0𝑎1)0 = 3 зоны падения и кумуляции давления за сферами, благодаря нало-

жению рассеянных волн, становятся более выраженными. 

Заключение 

В настоящем исследовании проведен анализ рассеяния акустической волны на паре звукопроницаемых сфер 

при падении сферической волны от монопольного источника излучения с помощью численной методики, осно-

ванной на методе ОЦКП, которая была реализована для трехфакторного вычислительного эксперимента. Данная 

методика позволяет определить оптимальные параметры системы и подробно исследовать рассматриваемых це-

левые функции уже при найденных параметрах. 

Анализ данных вычислительных экспериментов показал, что система с каплями является нечувствительной 

только для малого, а с пузырьками – только для большого волнового радиуса; фактор, связанный с расстоянием 

между центрами сфер является наиболее существенным, а связанный с отношением радиусов сфер – наименее; 

картина распределения давления сильно зависит от физических свойств сред. Фазовые диаграммы, построенные 

для найденных оптимальных параметров системы, показали зоны понижения и повышения давления, которые 

позволяют провести аналогию как со случаем пары непроницаемых сфер [11] (при (𝑘0𝑎1)0 = 1), так и со случа-

ями одиночных сфер (пятно Пуассона и сферическая линза) [22], причем чем выше значение (𝑘0𝑎1)0, тем более 

выражены данные зоны. 

Данная работа является теоретической, примененная численная методика позволяет подробно изучить ме-

ханизм рассеяния на системах с малым числом рассеивателей, что в дальнейшем даст возможность полученные 

результаты использовать для обобщения и верификации методик расчета для систем с большим числом частиц 

при наличии их взаимодействия. 

Работа выполнена при поддержке средствами госбюджета по госзаданию 124030400064-2 (FMRS-2024-0001). 
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