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В статье рассматривается методика расчета собственных частот изгибных колебаний 

стержня с абсолютно жесткой промежуточной вставкой, базирующаяся на методе алгебра-

ических полиномов пятой степени. Стержень моделируется как составная система из трех 

последовательно соединенных участков. Два крайних участка (корневой и верхний) представ-

ляют собой криволинейные участки стержня с изгибной жесткостью EI и погонной массой ρA 

и описываются дифференциальным уравнением колебаний четвертого порядка. Средний уча-

сток, соответствующий зоне расположения вставки, моделируется как абсолютно жесткий, 

недеформируемый и описывается прямой. Для верификации численного метода решена эталон-

ная задача, имеющая точное аналитическое решение. Показано, что при достаточной густоте 

сетки разбиения длины стержня метод обеспечивает совпадение расчетных значений с те-

стовым решением вплоть до шестого знака после запятой. 

Ключевые слова: стержень, стержневая модель, стержень с абсолютно жесткой 

вставкой, частоты собственных колебаний, метод алгебраических полиномов пятой степени. 

Введение 

Для анализа сложных конструкций авиа-, машино- и судостроительной техники применяется стержневые 

расчетные схемы, обеспечивающая достаточную точность при определении собственных частот при минималь-

ных вычислительных затратах. В статье рассматривается стержневая модель, которая может служить упрощен-

ной расчетной схемой лопатки газотурбинного двигателя с бандажной полкой. 

Бандажные полки на лопатках ГТД выполняют важную функциональную роль. Они локально увеличивает 

изгибную жесткость пера лопатки в зоне своего расположения, что приводит к сдвигу спектра собственных ча-

стот: низшие изгибные частоты возрастают, обеспечивая отстройку от резонансных частот и снижая вероятность 

резонансного отклика. В связи с этим расчет частот собственных колебаний лопатки с бандажной полкой оста-

ется актуальной задачей при проектировании ГТД. 

Современный подход к решению подобных задач предполагает иерархическую стратегию моделирования: 

на первом этапе выполняется предварительная оценка спектра частот с использованием стержневой модели [1–3], 

в которой лопатка представляется как стержень с заданными упруго-геометрическими характеристиками; на вто-

ром этапе проводится детализированный трехмерный анализ, например методом конечных элементов в про-

граммных комплексах типа ANSYS [4–6], SolidWorks и т.д. Несмотря на удобство коммерческих конечно-элемент-

ных пакетов, их результаты не всегда обеспечивают высокую точность даже при увеличении густоты сетки [7–8]. 

Ключевыми преимуществами стержневого подхода в рамках иерархической стратегии являются минимальные 

вычислительные затраты, позволяющие проводить многовариантные исследования, простота изменения геомет-

рических характеристик и достаточная для инженерной оценки точность определения собственных частот. 

В статье разработан численный метод расчета собственных частот колебаний стержня постоянного сечения 

с абсолютно жесткой вставкой. Метод основан на аппроксимации функций прогиба на каждом участке стержня 

алгебраическими полиномами пятой степени [9–10]. Верификация метода на тестовых задачах с известным ана-

литическим решением подтвердила его высокую точность – результаты совпадают с эталонными значениями до 

шестого знака после запятой. 

Основные положения метода алгебраических полиномов пятой степени  

при расчете частот изгибных колебаний стержня  

с абсолютно жесткой промежуточной вставкой 

Собственные частоты поперечных колебаний стержней традиционно определяются путем аналитического 

или численного решения дифференциального уравнения колебаний четвертого порядка [3]: 
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 ),( tzvv  – поперечное перемещение точек оси стержня в зависимости от продольной координаты z  

и времени t ; 

 A – погонная масса стержня, зависящая от координаты ;z  

 constE – модуль упругости материала;  

 )(zII  –осевой момент инерции поперечного сечения, являющийся функцией от .z  

Стержень с абсолютно жесткой вставкой моделируется как составная система, состоящая из трех последо-

вательно соединенных участков с длинами 
21 ,, lsl , где .21 llsl    

Два крайних участка – корневой   1;0 lz  и верхний   lsz ;  описываются уравнением поперечных 

колебаний (1). Средний участок   ,;1 slz
 
соответствующий зоне расположения вставки, моделируется как 

абсолютно жесткий и недеформируемый. Его ось аппроксимируется прямой линией (рис. 1).  
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Рис. 1. Стержень с бандажной полкой. 

Решение дифференциального уравнения (1) на участке  1;0 l  будем искать в виде: 

,sin)(),( tzVtzv AB           (2) 

а на участке  ls; : 

,sin)(),( tzVtzv CD   (3) 

где ),(zVAB
)(zVCD  – формы колебаний, a    круговая частота собственных колебаний. 

При постоянных значениях модуля упругости constЕ , осевого момента инерции constI  и постоянном 

сечении уравнение (1) записывается в виде [3]: 
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решив которое, мы получим спектр частот колебаний ,, 21  . 

Для применения метода алгебраических полиномов пятой степени [9–10] на отрезках AB и CD строятся 

сетки AB и :CD  

,...0: 121 lzzz NAB 
 

,...: 21 lzzzs NCD   
(6) 
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На каждом из отрезков сеток рассматриваются функции )(
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Полиномы )(
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5 z
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P  задаются своими коэффициентами 5,0,, )()(
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a , ,1,1  Ni общее 

число которых равно ).1(12 N  

Для удобства искомые коэффициенты полиномов выпишем в вектор-столбец :Q  

  ., )1(12,1
T

k Nkq Q  (8) 

Между смежными отрезками вводятся условия стыковки, обеспечивающие совпадение значений полиномов 

и их производных до четвертого порядка включительно в узлах разбиения сеток AB и :CD  
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Для удобства введем следующие обозначения: 
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где: 
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Заменяя в (5) функцию )(zVV   аппроксимирующими функциями )(
)(

5
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P  и )(

)(

5
zi

CD
P  в своих участках AB 

и CD, получим дискретные аналоги уравнения (5), записанные в узлах iz и ,


iz  1,1  Ni : 
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Для узлов 
Nz  и 

Nz на правых концах отрезков AB и CD: 
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Коэффициенты линейных алгебраических уравнений (9), (12), (13) занесем в матрицу .D  В результате по-

лучим систему уравнений: 

.0DQ  (14) 

По соотношениям (9), (12) и (13) формируется 8)1(12 N уравнений связей между неизвестными коэффи-

циентами полиномов. Для определения всех коэффициентов требуется дополнительно еще 8 уравнений, которые 

будут определены из дискретных аналогов краевых условий на концах участков и стержня. Их приведем ниже. 

Собственные частоты колебаний AEIk 
4

  находятся из условия обращения в нуль определителя мат-

рицы коэффициентов однородной системы: 

.0det D  (15) 

Численно полученные корни уравнения (15) обозначим как расчетные собственные частоты ,1
P ,2

P …, 

,P
n … 

Эталонная задача, имеющая точное решение 

Для оценки точности предлагаемого метода алгебраических полиномов рассмотрим прямой стержень, име-

ющий длину ,м1l  ,м5,01 l  ,м35,02 l м,15,0s  
постоянное прямоугольное поперечное сечение шириной 
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м03,0b  и высотой м02,0h . Стержень принимаем титановым с модулем упругости Па101,1
11

E  и плот-

ностью .33
кг/м1054,4   При этих данных рассчитан осевой момент инерции 

483
м10212/


 bhI и пло-

щадь поперечного сечения .м106 24 bhA  

Решение уравнения (5) на AB имеет вид:
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где 4321 ,,, CCCС  постоянные, определяемые из краевых условий жесткого закрепления стержня в точке A: 

.0)0(,0)0(  ABAB VV  (17) 

Решение уравнения колебаний (5) стержня на участке CD: 

,cossin)( 4321
zkzk

CD eDeDkzDkzDzV   (18) 

где 4321 ,,, DDDD  постоянные, определяемые из краевых условий жесткого закрепления стержня в точке D: 

.0)(,0)(  lVlV CDCD
 (19) 

Участок ВС моделируется как абсолютно жесткий и недеформируемый участок. Уравнение этого участка 

возьмем как уравнение прямой в общем виде: 

 ),()( 1lzbazVВС   (20) 

где коэффициенты ba, определяются из равенств: 
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При определении коэффициентов ,,,, 4321 CCCС 4321 ,,, DDDD
 
также учтем сопрягающие условия стыковки 

функций CDВС VV и  в точке С: 
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После подстановки общих решений (16), (18) в граничные и граничные условия (17), (19) и (22) получится 

однородная система линейных алгебраических уравнений относительно постоянных интегрирования 

,,,, 4321 CCCС 4321 ,,, DDDD , которая в матричном виде запишем в виде: 

,0)( QA k  (23) 

где   ,,,,,,,, 43214321

T
DDDDCCCСQ )(kA квадратная матрица 8х8 с элементами, приведенными в табл. 1 

Таблица 1 

Элементы матрицы A  

,011 a  ,112 a  ,113 a  ,114 a  

,121 a  ,022 a  ,123 a  ,124 a  

,031 a  ,032 a  ,033 a  ,034 a  

,041 a  ,042 a  ,043 a  ,044 a  

,sin 151 kla   ,cos 152 kla   ,53
1kl

ea   ,54
1kl

ea


  

,cos 161 klka   ,sin 162 klka   ,63
1kl

kea   ,64
1kl

kea


  

,sin 1
2

71 klka   ,cos 1
2

72 klka   ,2
73

1kl
eka   ,2

74
1kl

eka


  

,cos 1
3

81 klka   ,sin 1
3

82 klka   ,3
83

1kl
eka   1kl

eka


 3
84

, 

,015 a  ,016 a  ,017 a  ,018 a  

,025 a  ,026 a  ,027 a  ,028 a  

,sin2
35 klka   ,cos2

35 klka   ,2
37

kleka   ,2
38

kleka   

,cos3
45 klka   ,sin3

45 klka   ,3
47

kleka   ,3
48

kleka   
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Продолжение Таблицы 1 
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slk

e

ksea






  

,
)(

)(
58

1

1

slk

slk

e

ksea






  

  ,cos 165 slkka     ,sin 165 slkka   ,
)(

67
1 slk

kea


  ,
)(

68
1 slk

kea


  

  ,sin 1
2

75 slkka     ,cos 1
2

75 slkka   ,
)(2

77
1 slk

eka


  ,
)(2

78
1 slk

eka


  

  ,cos 1
3

85 slkka     ,sin 1
3

85 slkka   ,
)(3

87
1 slk

eka


  .
)(3

88
1 slk

eka


  

Условием существования нетривиального решения полученной системы является равенство нулю опреде-

лителя матрицы :A  

,0det A   

которое приводит к трансцендентному частотному уравнению, решением которого являются ,1k ,2k …, ,nk   

Результаты 

Подставив ,1k ,2k …, ,nk … в формулу  ,,,1,
4

ni
A

EIk i
i 


  получим ряд точных значений собствен-

ных частот, которые обозначим через ,1

T ,2

T
 …, ,T

n … 

Численные расчеты первых десяти собственных частот стержня с полкой проведем методом алгебраических 

полиномов пятого порядка для сеток AB и CD  с числом отрезков 1 NM , где 

.1001,501,201,101,51,21,11,5N  Расчетные значения, полученные из уравнения (15), обозначены как 

,1
P ,2

P …, ,P

n … 

Таблица 2 

Расчетные и точные значения частот колебаний стержня с полкой 

 

Форма коле-
баний 

m  

Корень  

трансцендентного  

уравнения 
mk  

P

m  
T
m  

Относительная  

погрешность  

P
m

P
m

T
m

m



  

1 2,081156 123,0880884 123,088389 
2,442403

6
10


 

2 5,467182 849,4419739 849,4441766 
2,593074

6
10


 

3 8,886053 2244,004533 2244,013903 
4,175734

6
10


 

4 12,467653 4417,506842 4417,525798 
4,291268

6
10


 

5 16,538487 7773,152464 7773,191459 
5,016634

6
10


 

6 19,403106 10699,06819 10699,17477 
9,961131

6
10


 

7 23,988222 16352,87569 16353,24397 
2,252038

5
10


  

8 26,856658 20497,49789 20498,01068 
2,501727

5
10


  

9 30,881093 27099,58795 27101,48747 
7,009407

5
10


  

10 34,789576 34391,87531 34395,85181 
1,156233

4
10


  
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Точность расчетов оценим десятичным логарифмом абсолютного значения относительной ошибки: 

.10,1,
)(

lg)(lg 



 m

M
P
m

P
m

T
m

M
 (24) 

Результаты математического моделирования расчета собственных частот колебаний стержня со вставкой 

приведены в табл. 2. 

Результаты численных расчетов приведены на рис. 2 графиком зависимости Mlg  от десятичного лога-

рифма ,lg M  где M  число отрезков сеток 
AB  

и 
CD , определяемое фор-мулой .1 NM  

Характер зависимости, представленной на рис. 2, свидетельствует о том, что предложенный метод алгебра-

ических полиномов обладает вторым порядком сходимости. 

При числе узлов сетки N = 1 000 обеспечивается совпадение расчетных значений с точными вплоть до ше-

сти значащих цифр. 

 

Рис. 2. Погрешность расчета собственных частот стержня со вставкой. 

Заключение 

1. В работе предложен численный метод алгебраических полиномов для определения собственных частот 

стержня с абсолютно жесткой промежуточной вставкой. Получено точное аналитическое решение для задачи, 

позволяющее оценить точность предлагаемого численного метода. 

2. Установлен второй порядок сходимости метода: относительная погрешность убывает при увеличении 

числа узлов разбиения сеток. Расхождение точных и расчетных значений не превышает 1,156233 410 . 

3. Показано, что при числе узлов сетки N = 1 001 метод показывает высокую точность – до шести значащих 

цифр после запятой. 

Вышеуказанные пункты указывают на то, что метод алгебраических полиномов пятой степени достаточно 

эффективен и может быть использован для инженерных расчетов в качестве расчетной схемы для лопаток ГТД 

с бандажной полкой, благодаря сочетанию высокой точности, вычислительной экономичности и простоты алго-

ритмической реализации. 
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NUMERICAL METHOD FOR CALCULATING  

EIGENFREQUENCIES OF BENDING VIBRATIONS  

OF A ROD WITH AN ABSOLUTELY RIGID INTERMEDIATE INSERT 
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The article presents a numerical technique for calculating natural frequencies of bending vibrations of a rod with an absolutely 

rigid intermediate insert, based on the method of fifth-degree algebraic polynomials. The rod is modelled as a composite system con-

sisting of three sequentially connected segments. The two outer segments (root and top) represent curvilinear portions of the rod 

with flexural rigidity EI and mass per unit length ρA, governed by a fourth-order differential equation of vibrations. The middle seg-

ment, corresponding to the insert zone, is modelled as an absolutely rigid, undeformable element described by a straight line. To verify 

the numerical method, a benchmark problem with an exact analytical solution was solved. It is demonstrated that with sufficient mesh 

density along the rod length, the method provides agreement between calculated values and the reference solution up to the sixth 

decimal place. 

Keywords: rod, rod model, rod with an absolutely rigid insert, natural frequencies, method of fifth-degree algebraic polynomials. 
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